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Einleitung 
Es ist wohlbekannt ([5], [10]), daB ftir eine zentral-einfache Jordan-
Algebra 2l einer Dimension =ft. 3 tiber einem Korper der Charakteristik 
p=O die folgende Aussage gilt: (1) Die Lie-Algebra aller Derivationen 
von 2l ist halbeinfach. Dies impliziert wegen p = 0 bekanntlich: (2) Die 
Derivationsalgebra und (3) die Automorphismengruppe von 2l sind voll-
standig reduzibel. 
Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, diese drei Aussagen auf den 
Fall einer beliebigen Charakteristik p =ft. 2 zu verallgemeinern. Da im Falle 
p =ft. 0 weder ein enger Zusammenhang zwischen der Halbeinfachheit und 
der Reduzibilitat einer Lie-Algebra einerseits, noch ein nutzbarer Zu-
sammenhang zwischen Derivationen und Automorphismen andererseits 
besteht, muBten (1), (2) und (3) einzeln behandelt werden. Es wird gezeigt, 
daB die Derivationsalgebra im Falle dim 2l =ft. 3 stets h8.lbeinfach ist, 
jedoch vollstandig reduzibel nur dann, wenn p kein Teiler des Grades 
von 2l ist. Die gleiche Teilerbedingung erweist sich unter der Voraus-
setzung, daB 2l reduziert ist und der Grundkorper mindestens sechs 
Elemente enthalt, auch als notwendig und hinreichend ftir die Reduzibilitat 
der Automorphismengruppe. In der Tat beweisen wir scharfere Aussagen, 
insofern alle Unterraume von 2l bestimmt werden, die unter allen Deri-
vationen bzw. Automorphismen invariant sind. Als Anwendung erhalten 
wir im Falle, wo p kein Teiler des Grades ist, die Aussage, daB die Lie-
Algebra der regularen Darstellungen modulo ihrem Zentrum entweder 
einfach oder die direkte Summe zweier einfacher isomorpher !deale ist. 
§ l. Spiegelungsinvariante Unterriiume 
l. Es sei 2l eine zentral-einfache Jordan-Algebra der Dimension n<oo 
tiber einem Korper K der Charakteristik p =ft. 2. Das Einselement von 2l 
bezeichnen wir stets mit c. Auf 2l existiert genau eine assoziative Linear-
formS mit S(e) = 1 ftir jedes absolut primitive Idempotent e und S(u) = 0 
ftir jedes nilpotente Element u einer beliebigen Grundkorpererweiterung 
von 2!. (S ist die reduzierte Spur von 2!). Hieraus folgt insbesondere 
S( W x) =S(x) ftir alle x E 2l und jeden Automorphism us W von 2!. Fiir 
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den Grad s von I!( gilt S(c) =s. Der Grad und die Dimension von I!( sind 
verkntipft durch 
8 
n=s+- (s-1)d 
2 
mit einer nattirlichen Zahl d; es ist d=O fur s=1, und im Faile s;>3 
sind nur die Werte d= 1, 2, 4 und 8 moglich. Die durch (x, y)--+ S(xy) 
gegebene Bilinearform wird ebenfalls mit S bezeichnet; sie ist nicht aus-
geartet. Mit I!(' bezeichnen wir den Raum aller x E I!( mit S(x) = 0. Der 
Raum I!(' laBt sich wie folgt charakterisieren. I!(' stimmt mit dem Assoziator-
raum l!fo von I!( uberein. - Zum Beweise sei m die Dimension von l!fo. Die 
Dimension des Orthogonalraumes U von l!fo begl. S ist mindestens n-m. 
Ftir alle u E U und x, y, z E I!( giltS(u, x(yz)) =S(u, y(xz)). Die Assoziativitat 
von S gibt S(x, u(zy)) =S(x, z(uy)). Da S nicht ausgeartet ist, folgt 
u(zy) =z(uy). Also liegt u im Zentrum von l!f, was U =Kc und m;>n-1 
ergibt. Wegen l!fo C I!(' und dim I!('= n- 1 folgt also I!('= l!fo. 
Eine naheliegende Anwendung ist die folgende: Sei I!( eine einfache 
Jordan-Algebra und Z das Zentrum von l!f. FaBt man I!( als Algebra tiber 
dem Korper Z auf, dann erhalt man eine zentral-einfache Jordan-Algebra 
§f. Fur den Grad 8 von §i und die reduzierte Spur S von §i hat man 
S (c) = 8; also gilt Z C §i' = mo = l!fo, falls p ein Teiler von 8 ist, und l!f = Z EB l!fo, 
falls p kein Teiler von 8 ist. Damit ist gezeigt: 
Satz 1. Eine einfache Jordan-Algebra I!( ist genau dann die Summe 
ihres Zentrums und ihres Assoziatorraumes, wenn p kein Teiler von 8 ist. 
Wie die Herleitung zeigt, gilt I!('= l!fo ftir jede zentral-einfache kom-
mutative Algebra l!f, auf der eine nicht ausgeartete assoziative Linearform 
S existiert; die Gtiltigkeit von llf=Kc EB l!fo ist aquivalent mit S(c)#O. 
Hat man umgekehrt ftir eine zentral-einfache kommutative Algebra I!( 
eine derartige Zerlegung, dann existiert trivialerweise eine nicht aus-
geartete assoziative Linearform S mit S(c) # 0. - Die Tatsache, daB Satz 1 
elementiu bewiesen werden kann, ist meines Wissens in der Literatur 
tibersehen worden. Die Existenz einer Zerlegung von I!( der angegebenen 
Art wurde im Faile p= 0 in [11] mit Mitteln aus der Theorie der Lie-
Algebren, und in [9] in den Fallen p f 8, 8;> 3 und p f dim l!f- 2, 8= 2, 
mit Hilfe der expliziten Kenntnis der Killing-Form von §i bewiesen. Ein 
weiterer Beweis von Satz 1, der auf Eigenschaften der Peirce-Zerlegung 
bzgl. eines vollstandigen Orthogonalsystems absolut primitiver Idem-
potente beruht, wurde mir von U. HrnzEBRUCH mitgeteilt. 
Satz 1 hat die folgende wohlbekannte Konsequenz: 
Korollar. Eine einfache assoziative Algebra I!( uber einem Korper 
K (p # 2) ist genau dann die direkte Summe von [l!f, l!f] und des Zentrums 
Z, wenn p kein Teiler von dim I!( ist. 
Zum Beweise konnen wir Z=Kc annehmen und K als algebraisch ab-
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geschlossen voraussetzen. Somit kann \!{ als voller Endomorphismenring 
eines 8-dimensionalen Vektorraumes aufgefaBt werden. Die Linearform 
x-+ Spur (x), x E \!1:, ist assoziativ bzgl. der Verkniipfung 
xoy=!(xy+yx), xy=Produkt in \!1:, 
durch die in \!{ die Struktur einer zentral-einfachen Jordan-Algebra \!{+ 
vom Grade 8 gestiftet wird. Da Spur auf den absolut primitiven Idem-
potenten von \!{+ den Wert 1 annimmt, folgt, daB die Linearform Spur 
mit der reduzierten Spur von\!{+ iibereinstimmt. Also folgt [\!1:, \!1:] C (\!{+)'. 
Andererseits gilt (\!I:+)' C [\!1:, \!1:] aufgrund der Identitat 
uo(vox)-vo(uox)=!T[u, v], x] 
und der Tatsache, daB (\!~:+)' der Assoziatorraum von \!{+ ist. 
2. Im folgenden sei \!{ eine zentral-einfache reduzierte Jordan-Algebra, 
und e1, ... , e8 , 8;;;. 2, ein vollstandiges Orthogonalsystem absolut primitiver 
Idempotente von \!1:. Wir stellen einige Eigenschaften der Peirce-Zerlegung 
von\!{ bzgl. e1, .•. , e8 zusammen, von denen wir haufig Gebrauch machen. 
Beweise sind z.B. in [1] und [2] zu finden. Fiir 1.;;;i, j.;;;8, i-t), sei \!l:ti 
der Raum aller x E \!{ mit 2xe, = 2xe1 = x. Dann ist \!{ die direkte Summe 
der Raume Kez, \!1:,1, 1.;;;l.;;;8, i<j. Je zwei dieser Raume sind orthogonal 
bzgl. der reduzierten SpurS, und die Beschrankung von S auf jeden dieser 
Raume ist nicht ausgeartet. Man hat die folgenden Inklusionen 
Kek\!l:tJ=O, m:,i\!{Jk C Atk, falls k=foi, j, 
und \!l:ti\!l:kz=O, falls {i, j} und {k, l} keine Ziffer gemeinsam haben. Fiir 
alle' atJ, bii E \!l:ti gilt a,ibij=p.(e,+ei) mit p. E K. Wegen 2p.=S(atibii) exis-
tiert ein aii mit a~1 =fo 0. Es gilt die folgende Vertauschungsregel 
atJ(bii CJic) + biJ(aii CJk) = (ati btJ)CJk 
fiir aile CJk E \!{Jk, k =fo i. Hieraus folgt z.B. : Fiir jedes ati mit a~1 =fo 0 ist 
die durch CJk-+ aiJCJk gegebene Abbildung \!1:1k-+ \!{ik bijektiv. Also gilt 
\!{ii\!{ik=\!l:ik fiir k=foi, j, und alle Raume \!1:,1 haben die gleiche Dimension, 
welche mit der in 1. eingefiihrten Zahl d iibereinstimmt. 
Fiir ein beliebiges Element x von \!{ bezeichne XiJ fiir i < j die Komponente 
von x, die in \!l:ii liegt, und .A.t(x) den Koeffizienten von ei in der Peirce-
Zerlegung von x. 
3. Fiir jedes Idempotent e von \!{ bezeichnen wir mit Ve die durch 
V6(x)=8e(ex-x)+x gegebene Abbildung von\!{ in sich. Bezeichnet man 
wie iiblich fiir p.=O, !, 1 mit \!l:,..(e) die p.-Peirce-Komponente von \!1:, dann 
stimmt Ve auf Ao(e) und \!1:1(e) mit der Identitat iiberein, und V6(x)= -x 
gilt fiir alle x E \!l:y.(e). Also ist V!=Id, und die bekannten multiplikativen 
Relationen zwischen den Raumen \!I:,..( e) zeigen, daB Ve ein Automorphismus 
von\!{ ist. Ve heiBt nach [4] die Spiegelung von \!{an e. Es ist V6(x)= 
2w(wx)-x mit w=2e-c. 
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Sa tz 2. Es sei 2{ eine zentral-einfache reduzierte Jordan-Algebra uber 
einem Korper K, der mindestens seeks Elemente enthalt. Dann gelten die 
folgenden Aussagen: 
(a) 0, Kc, 2{ und 2{' sind die einzigen Unterraume von 2!, die unter allen 
Spiegelungen von 2{ invariant sind. 
(b) 1st p kein Teiler des Grades s von 2{, dann erzeugen die Spiegelungen 
von 2{, beschrankt auf 2{', den vollen Endomorphismenring von 2{'. 
Be wei s. Wir fixieren ein vollstandiges Orthogonalsystem absolut 
primitiver Idempotente e~, ... , e8 von 2!. Im Faile S= l ist 2r=Kc, und die 
Behauptungen des Satzes sind trivial. Im folgenden sei stets s > 2. 
( l) Zu jedem Paar i < j und zu jedem xw~ 0 existieren £X, fJ E K mit 
fJ =F 0, 2£X#-l, so daB £Xet+(l-£X)e1+fJx,1 ein Idempotent von 2{ ist. 
Beweis. DaB es Idempotente der verlangten Art gibt, ist gleich-
bedeutend damit, daB die Gleichung 
£X2+fJ2p,=£X mit p,=!S(x;;) 
ein Losungspaar fJ =F 0, £X =F! besitzt. Formales Aufl.osen nach £X zeigt, daB 
folgendes zu beweisen ist: Zu jedem ~ EK gibt es a, -r E K mit a, -r=F-0 und 
a2 = -r2 ~ + l. - Da K nach Annahme mindestens fiinf Elemente =F 0 
enthalt, existiert zu jedem ~ EK ein C=F-0 mit C4 =F-~2. Fiir n=!(C+~C-1), 
e=! (C -~C-1) gelten 1J, e=F o und 'YJ2 -e2 =~. Dies impliziert die Behauptung. 
Wir beweisen Teil (a). Sei U =F 0 ein unter allen Spiegelungen invarianter 
Unterraum. Dann gilt e(eu- u) E U fiir alle u E U und jedes Idempotent e. 
Ersetzt man hierin e durch die Summe zweier orthogonaler Idempotente e 
und f, und beachtet, daB e und f vertauschbar sind, dann folgt 
(*) e(fu) E U fiir alle u E U. 
Wir zeigen zunachst: 
(2) A us U C Ke1 + ... + Ke8 folgt U C Kc. 
Sei u E U. N ach ( l) wahl en wir ein Idempotent e der Form £Xei + ( l -£X )eJ + 
XtJ mit XtJ=F 0, 2£X =F l, und wenden (*) fiir das Paar e, f= (l-£X)et + lXeJ-XiJ 
orthogonaler Idempotente an. Da wegen U C Ke1 + ... + Ke8 der Anteil 
von e(fu), der in 2{ii liegt, verschwinden muB, folgt 
(2£X- l)(A.i(u)- AJ(u))XtJ = 0. 
Also ist A.t(u) =AJ(u). 
Spezialisieren von (*) auf e=et, f=ei fiir i<j liefert: Mit u liegt auch 
UtJ in U. Dies benutzen wir zum Beweise von 
(3) Ist U =F 0, Kc, dann gilt 2rii C U fiir alle i < j. 
Beweis. U=F-0, Kc impliziert wegen (2), daB U n 2rtJ=F-0 fiir mindes-
tens ein Paar i < j ist. Ohne Einschrankung sei i = l, und j = 2. Sei 
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u E U n ~h2, u# 0, fest gewahlt. Man wende (*) fiir ein Paar orthogonaler 
Idempotente der Form e = cxe1 + ( 1 - ex )e2 + px12, f = ( 1 -ex )e1 + cxe2- Px12 an, 
mit X12#0, P#O, jedoch nicht notwendig 2cx,<d. Da der ~h2-Anteil von 
e(fu) in U liegt, folgt S(u, x12)x12 E U. Also folgt ~h2 C U, denn wegen 
u#O enthalt die Menge aller X12 mit S(u, x12)#0 eine Basis von 2hz. Im 
folgenden sei weiterhin s;;;;. 3, und u ein beliebiges Element von 2!:12 C U. 
Fiir beliebige x21 # 0, j;;;;. 3, sei e ein Idempotent der Form cxe2 + ( 1- cx)e, + Px21 
mit p # 0 und ex i= 1. (Dies kann stets erreicht werden, weil ( 1 - ex )e2 + cxe1 + 
Px21 ebenfalls ein Idempotent ist.) Man wende nun (*) fiir e und /= 
(1-cx)e2+cxe1-Px2i an. Da der 2rwAnteil von e(fu) in U liegt und u 
b•.::licbig war, folgt X212!:12 C U. Also gilt 2!:11 C U fiir alle j;;. 3. Analog 
beweist man 2ti1 C U fiir alle i<j. 
Sei U # 0, Kc. Wegen (3) ist der Orthogonalraum U* von U bzgl. S 
in Ke1 + ... +Ke8 enthalten. Da U* ebenfalls unter allen Spiegelungen in-
variant ist, gibt (2) sofort U* = 0 oder U* =Kc. Also ist U = W oder U = 2!:'. 
Damit ist Teil (a) bewiesen. 
Zum Nachweis von (b) sei W ein Endomorphismus von 2!:', der mit 
allen Spiegelungc.n von W' vertauschbar ist, und e sei ein beliebiges Idem-
potent von 2!:. Es gilt Wy.(e) C W' und - Wx= WVe(x)= Ve(Wx) fiir alle 
x E Wy. (e). Also ist Wy. (e) invariant unter W, und so mit auch der Raum 
W12=2l:y.(e1) n 2ry.(e2)· Wir fixieren nun cine Basis b1, ... , ba von 2!:12 mit 
den folgenden heiden Eigenschaften: 
(ex) Kba besteht genau aus den Elementen von 2!:12, die orthogonal zu 
b1, ... , ba-1 bzgl. S sind. 
(p) Zu jedem k mit 1 .;;;; k.;;;; d- 1 existieren iXk, pk E K mit pk i= 0 derart, 
daB e<kl = 1Xke1 + ( 1- cxk)e2 + pkbk ein Idempotent von W ist. 
(Solche Basen existieren: (p) ist aufgrund von ( 1) mit jeder Basis er-
fiillbar, und (ex) gilt z.B. fiir jede Basis mit S(bk, bz)=O fiir k#l). 
Der Durchschnitt V von 2!:12 mit allen Raumen 2ry.(e<k>), 1.;;;;k.;;;;d-1, 
besteht aus allen Elementen von 2!:12, die orthogonal zu b1, ... , ba-1 sind. 
Also ist V = Kba. Da V andererseits invariant unter W ist, folgt: W 
besitzt in W' einen Eigenvcktor #c. - Fiir geeignete It E K ist somit 
der Raum VI' aller x E W' mit Wx=t-tx nicht der Nullraum und von Kc 
verschieden. Da VI' invariant unter allen Spiegelungen ist, folgt VI'= W' 
nach (a), d.h. W =t-tl d. - Ist p kein Teiler von s, dann ist W' nach (a) 
ein einfacher spiegelungsinvarianter Raum. Behauptung (b) folgt jetzt 
unmittelbar aus dem bereits bewiesenen und dem wohlbekannten Dichtig-
keitssatz von JACOBSON. 
Korollar 1. W besitze nilpotente Elemente # 0. Dann stimmt fur jede 
ganze Zahl m;;;;. 1 der von allen Elementen u von W mit um = 0 erzeugte V ektor-
raum mit W' uberein. 
Beweis. Sei N der so aufgespannte Raum. Da S auf allen nilpotenten 
Elementen verschwindet, folgt N C W'. Andererseits ist N unter allen 
Spiegelungen invariant. 
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Korollar 2 (vgl. [8]). Es sei 2l eine zentral-einfacke reduzierte assoziative 
Algebra uber K(p * 2), und K entkalte mindestens seeks Elemente. Dann 
sind 0, Kc, 2l und [2!, 2!] die einzigen Unterraume von 2!, die unter allen 
A utomorpkismen der Form x -+ axa mit a2 = c invariant sind. Der Endo-
morpkismenring von [2!, 2!] wird von diesen Automorpkismen erzeugt, falls 
p kein Teiler von dim2l ist. 
Beweis. Man betrachte wieder die Jordan-Algebra 2{+. Es ist (2!+)' = 
[2!, 2!], und jede Spiegelung Ve von 2{+ driickt sich in der Multiplikation 
von 2l durch Ve(x)=(2e-c)x(2e-c), (2e-c)2=c, aus. 
4. Bemerkungen. (1) Teil (a) von Satz 2 ist im Faile einer zentral-
einfachen reduzierten Ausnahme-Algebra bekannt, [7]. Der dort gefiihrte 
Beweis ist weniger elementar, benotigt allerdings nicht die Annahme, daB 
K von den Primkorpern Za und Zs der Charakteristik 3 und 5 verschieden 
ist. Vgl. hierzu auch Bemerkung (3). 
(2) Im Faile K =Z3 laBt sich Satz 2 nicht mehr in voller Allgemeinheit 
aufrecht erhalten. Hierzu sei 2l vom Grade s = 2 und der Dimension 3 
tiber Za, und es gebe ein a E 2!12 mit a2= -c. Die voile Automorphismen-
gruppe von 2l besteht aus genau vier Elementen W1 =ld, W2, Wa und W4, 
die durch W2e1=e2, W2e2=e1, W2a=a; Wae1=e1, Wae2=e2, Waa= -a und 
W4= W2Wa gegeben sind. Somit sind auBer 0, Kc, 2l une 2!' auch noch 
2!12 und K(e1-e2) unter allen Automorphismen invariant. 
(3) Beim Beweise des Satzes haben wir die Annahme K i'Za, Zs nicht 
in voller Scharfe ausgenutzt. Zum Nachweis der Behauptung (2) des Be-
weises von Satz 2 benotigten wir nur folgendes: 
(2') Zu jedem Paar i <j existieren ein XtJi' 0 und ein £Xi' l, so daB 
£Xet+(1-£X)e,+xt.1 ein Idempotent ist. 
Beim Beweis der Aussage (3) im Beweise des Satzes 2 wurde nur fol-
gendes gebraucht: 
(3') Zu jedem Paar i<j und zu jedem u E 2lu, ui'-0, existieren eine 
Basis a1, ... , art von 2lti und £X1, ... , £Xrt E K, so daB £Xkei + ( 1-1Xk)ei + ak ein 
Idempotent und S( u, ak) i' 0 fiir alle k ist. 
Im folgenden sei K =Za oder K =Zs. Die Bedingung (2') ist stets erfiillt 
im Faile d;;;;.2, und (3') gilt fiir d;;;;.3. Der Beweis hierfiir ist vollig ele-
mentar, jedoch aufgrund einiger Fallunterscheidungen miihsam, und soll 
iibergangen werden. Im Faile d;;;;;. 2 laBt sich einfach zeigen: Es gibt eine 
Basis a~, ... , art von 2!12 und ein j;;;;. 1 derart, daB bk=ak fiir 1 <,k<,j und 
bk = a1 + ak fiir j + 1 <. k <. d eine Basis von 2!12 ist, die die im Beweis von 
Teil (b) formulierten Bedingungen (£X), ({3) erfiillt. Somit gilt Satz 2 im 
Faile d;;;;.3 ohne Einschrankung an die Anzahl der Elemente von K. 
Fiir die bisher nicht erfaBten Faile d = 1, 2 laBt sich immerhin noch 
ohne groBe Miihe zeigen, daB die von allen Spiegelungen erzeugte Gruppe 
(und auch die voile Automorphismengruppe von 2!) vollstandig reduzibel 
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ist, wenn eine der drei nachstehenden Bedingungen erftiilt ist: ( l) d c= 2 
und p f s, (2) K =Zs, d= l und p f s(s-1), (3) K =Zs, d= l und 
p f s(s-l)(s-2). 
§ 2. Derivationsinvariante U nterriiume 
l. Wir wenden uns jetzt der Frage nach der Reduzibilitat der Deri-
vationsalgebra einer Jordan-Algebra zu. N. JACOBSON hat in [6] mit 
Methoden aus der Theorie der Lie-Algebren gezeigt, daB die Derivations-
algebra einer halbeinfachen Jordan-Algebra tiber einem Korper der 
Charakteristik p = 0 voilstandig reduzibel ist. Dieser Satz folgt auch leicht 
a us Satz 2 und der Bemerkung, daB im Faile p = 0 die Derivationsalgebra 
und die irreduzible Komponente des neutralen Elementes der algebraischen 
Gruppe ailer Automorphismen die gleiche assoziative Algebra erzeugen. 
Im Faile p =F 0 funktioniert keine der heiden Methoden. Wir werden daher 
direkt vorgehen und aile derivationsinvarianten Unterraume explizit 
bestimmen. 
2. lm folgenden sei m: eine zentral-einfache Jordan-Algebra tiber 
einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Ftir jedes absolut primitive 
Idempotent e von m: sei I= 2e- c, und Ue die Menge aller X E m mit S(fx) = 0. 
Satz 3. (a) 1st dim m:=1 3, dann sind 0, Kf, m: und Ue die einzigen 
my. (e) - invarianten u nterriiume von m:, falls nicht gleichzeitig p = 3, s = 3 
und d = l gelten. 
(b) 1st dim m:=3, dann gibt es auf3er den unter (a) genannten noch genau 
vier weitere m:y.(e) - invarianten Unterraume W1, W2, Wa, W4, namlich 
W1=K(c+a), W2=K(c-a), Wa=Kf+ W1 und W4=Kf+ W2. Hierbei ist 
a ein bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmtes Element von m:y. (e) mit a2 =c. 
Beweis. Wir betten e in ein voilstandiges Orthogonalsystem absolut 
primitiver Idempotente e1, ... , e8 mit e1 = e ein, und nehmen wieder s;;;. 2 an. 
m:y.(e) ist die Summe der Raume m:11, j;;;-2. 
Es sei W ein m:y.(e) - invarianter Unterraum. Wir zeigen zunachst: 
(l) Aus W C Ke1 + ... +Ke8 folgt W C Kf. 
Sei wE W C Ke1 + ... +Ke8 • Wegen a11w E W ftir aile ali folgt, daB 
(A.l(w)+AJ(w))ali in Ke1+ ... +Ke8 liegt. Also ist Al(w)+AJ(w)=O, was zu 
zeigen war. 
Mit Wii bezeichnen wir das Bild von W unter der Projektion m:-+ m:ii· 
Es gilt: 
(2) Aus Wii=FO ftir ein Paar i<j folgt W11=FO. 
Hierzu konnen wir i > l annehmen. Es ist aliw E W ftir aile w E W und 
alle au, und der m:lj - Anteil von auw ist auWij· Also gilt m:u. wij c wlj, 
woraus die Behauptung folgt. 
(3) Aus e1 +e2 E W folgt W = Ue oder W =m:. 
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Beweis. Aus e1+e2 E W folgen nacheinander 2hJ=(et+e2)2hiC W, 
2ltt=2lH2htC W und K(et+eJ)=2ltt2ltiC W. Der von allen e1+e1 und 
2lkz erzeugte Raum V ist somit in W enthalten. Andererseits ist Ue= V 
wegen V CUe und dim V =n-1, n=dim 2l. Also ist W = Ue oder W =2l. 
Sei W #0, Kf. Aus (1) folgt, daB Wit-#0 fiir mindestens ein Paar i, j 
gilt. Also ist Wt1-#0 nach (2). Ohne Einschrankung konnen wir W12-#0 
annehmen. Wir betrachten zunachst den Fall s;;;. 3, und bezeichnen mit 
W* die Menge aller v E W, die die Form V=!.l(v)(et +e2)+v12+Vta+v2a mit 
/.l(v) E K haben. Offensichtlich gilt 2lt2W* C W*. 
(4) Es gibt ein v E W* mit /.l(v)-#0 und Vta-#0. 
Da K geniigend viele Elemente besitzt, geniigt es zu zeigen: Es gibt 
v, v' E W* mit Vta =fo 0, /.l(v') =fo 0. Wir beweisen zunachst die Existenz eines 
Elementes v von W* mit V2a#O. Hierzu seien wE W, Xt2, Y12 E 2l12 und 
Xta E 2lta. Mit Hilfe der im § 1 angegebenen Rechenregeln findet man 
(*) 2Yt2(Xta(Xt2W)) = (A.t(w) + A.2(w)) · [yt2(Xt2Xta)] + l S(wt2Xt2)Yt2Xta + 
+S(Yt2Xta, WtaXt2)(et + e2) +S(xta, W2aXt2)Yt2 
Das Element v:=(Yt2(Xta(Xt2W)) liegt also in W*, und es ist 
V2a = !S(Wt2Xt2)Yt2Xta. 
Wegen Wt2-#0 gibt es ein wE W mit Wt2-#0. Also ist fi2a#O fiir ge-
eignete Xt2, Yt2, Xta. Fiir beliebige at2 gilt at2fi E W*, und der 2lta - Anteil 
von v: = a12fJ ist at2V2a, also ist Vta =fo 0 fiir mindestens ein a12· Fiir 
v':=Yt2(Xta(Xt2V)), wobei Xt2, Xta und Y12 zunachst beliebig sind, folgt mit 
(*) sofort 2/.l(v') =S(Yt2Xta, VtaXt2). Wegen Vta =fo 0 ist somit /.l(v') =fo 0 fiir 
geeignete X12, Yt2, Xta. 
(5) Es gilt et+e2 E W, falls nicht p=3=s und d=1 ist. 
Zum Beweise sei v E W* mit Vta-#0 und /.l(v)-#0. Wir wahlen ein a13 
mit a~3 = et + ea und betrachten das Element u: = 4ata( ataV) - v von W. 
Man erhalt 
mit Uta= 2S(ataVta)ata- Vta. 
Behauptung: Ist Uta-#0, dann gilt e1 +e2 E W. 
Hierzu setze man w = u in ( *) ein. Man erhalt 
2yt2(Xta(Xt2U)) =8(Yt2Xta, UtaXt2)( e1 + e2). 
Wegen Uta =fo 0 ist der Koeffizient von et + e2 fiir geeignete Xt2, Y12, Xta 
von Null verschieden. Also folgt e1 +e2 E W. 
Behauptung: In den Fallen d;;;. 2 oder p =fo 3 ist Uta =fo 0 bei geeigneter 
Wahl von ata. 
Be wei s. Es ist Vta =fo 0. Im Faile d;;;. 2 gibt es ein von Vta linear un-
abhangige~ Element a1s mit a~3 = e1 +ea. Hierfiir ist Uta =fo 0. - Sei p =fo 3. 
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Ware U13= 0, dan hatte man V!3=ea13 mit e=l= 0. EinsetzengibtS(a13V13) = 2e, 
also U13 = 3ea13 =I= 0, im Widerspruch zur Annahme. 
Aufgrund des bereits bewiesenen verbleibt zum Nachweis von (5) nur 
noch der Fall p=3, d=1, s;;;.4 und u13 =0 zu diskutieren. p=3, u13=0 
ergeben u= ,u(v)(e1- e2- e3), also e1- e2- e3 E W wegen ,u(v) =I= 0. Eine Multi-
plikation von e1-e2-e3 mit beliebigen Elementen von llt:14liefert ll{14 C W. 
Hieraus folgen el + e4 E m:14m:14 c W, m12 = ( el + e4)SU:12 c w und schlieBlich 
e1 +e2 E m:12SU:12 C W. 
Aufgrund von (3) ist Teil (a) des Satzes fiir s;;;.3 bewiesen. Von jetzt 
ab sei s = 2. 1st W =1= 0, Kf, dann gibt es ein w E W mit w12 =1= 0. Also existiert 
ein a12 mit a12W12 =I= 0. Das Element v: = a12w von W hat die Form 
v =.A( e1 + e2) + v12 mit .A =1= 0. Sei dim m: > 4. Dann gibt es ein b12 =1= 0 mit 
b12V12=0. Es ist .Ab12=b12v, also b12 E W. Wegen b12=I=O gibt es c12 mit 
S(b12C12)=/=0. Also ist e1 +e2 E W wegen S(c12b12)(e1 +e2)=2c12b12 E W. Dies 
liefert W = Ue oder W = m:. SchlieBlich sei dim llt:= 3 und W =1= 0, Kf, W. 
Es gibt ein his aufs Vorz3ichen eindeutig b~stimmtes Element a von SU:12 
mit a2 =c. Wegen W=i=O,Kf gibt es somit ein wo mit (woh2=a. 
(6) Im Falle dim W = 1 ist awo ein vielfaches von wo. Dies impliziert 
Wo=c+a oder Wo= -c+a. Also ist W =K(c+a) oder W =K(c-a). 
(7) Im Falle dim W = 2 betrachten wir die Abbildung cp: x --+ax von m: 
in sich. Es gilt Kern cp=Kf. Der Raum V =cp(W) ist invariant unter SU:12, 
und es ist dim V = 1,2. 1st dim V = 2, also V = W, dann haben alle Elemente 
von W die Form .Ac+,ua mit .A, ,u E K, d.h. W CUe; also ist W = Ue wegen 
dim U6 =2. lm Faile dim V=1 gelten fEW und W=Kf+ W', wobei W' 
a us allen x E W mit S(fx) = 0 besteht. Der eindimensionale Raum W' ist 
invariant, somit von der unter (6) beschriebenen Art. Satz 3 ist jetzt voll-
standig bewiesen. 
3. Mit L(x) bezeichnen wir die regulare Darstellung eines Elementes x 
von m:. Bekanntlich ist [L(x), L(y)] fiir alle x, y Em: eine Derivation von m:. 
Wir bezeichnen mit 'llo(llt:) den von diesen Derivationen aufgespannten 
Raum. 'llo(llt:) ist ein Ideal der Lie-Algebra aller Derivationen von m:. 
Satz 4. Es sei m: eine einfache Jordan-Algebra. 'Ilo(llt:) operiert genau 
dann vollsUindig reduzibel auf W, wenn p kein Teiler von 8 ist. Gilt p f 8 
und dim i =1= 3, dann sind m: und Z die einzigen 'Ilo(m) - invarianten 
U nterraume von m:, die das Zentrum Z von m: enthalten ; insbesondere ist Wo 
ein einfacher 'Ilo(W)-Modul. 
Beweis. Es sei V ein einfacher 'llo(SU:)-Modul. Man hat zwei Faile: 
1. 'llo(llt:) · V = V oder 2. 'Ilo(llt:) · V = 0. Im 1. Faile gilt V C SU:o, im 2. Fall 
folgt L(vx)=L(v)L(x) fiir alle X Em und v E v. Da die regularen Dar-
stellungen selbstadjungiert bzgl. der reduzierten Spur von m: sind, folgt, 
daB v im Zentrum von m: liegt. Also gilt stets V C SU:o, wenn p ein Teiler 
von 8 ist; in diesem Faile ist somit m: nicht die Summe einfacher 'Ilo(SU:)-
26 S.eries A 
390 
Moduln. Zum Nachweis der restlichen Behauptung des Satzes kann man 
ohne Einschrankung Z = Kc annehmen und voraussetzen, da13 K alge-
braisch abgeschlossen ist. Unter diesen Annahmen fixieren wir ein absolut 
primitives Idempotent e von 21:, und setzen I= 2e- c. Mit 2l1 bezeichnen 
wir die Mutation von 21: bzgl. I; 2l1 ist eine Jordan-Algebra im gleichen 
Vektorraum wie 21:, und die Multiplikation von 2l1 ist gegeben durch 
x o y = x(yf) + y(xl)- (xy)l. 
Wegen l2 =c ist I das Einselement von 21:1. Man erkennt, da13 e ein 
Idempotent von 2l1 ist, und da13 die 1-Peirce-Komponenten bzgl. e von 
21: und 2l:j ubereinstimmen. Insbesondere ist e absolut primitiv in 21:1. Da 
21: und 21:1 isomorph sind ((2], p. 150), haben beide Algebren den gleichen 
Grad. Die nicht identisch verschwindende Linearform x-+ S(fx) ist as-
soziativ bzgl. der Multiplikationen von 2l1 und somit ein von Null ver-
schiedenes Vielfaches der reduzierten Spur von 21:1. Also ist (21:!)' = U 6 • 
Ferner gilt L(x)=2[LJ(x), LJ(e)] E 'l)o(2IJ) ftir alle x E 21:%(e), wobei L1 die 
regulare Darstellung von 2l1 ist. Im Faile dim 21:=3 ist L(2IY.(e))='l)o(21:1). 
Also ist in diesem Faile 'l)o(2IJ) vollstandig reduzibel aufgrund von Satz 3. 
Der gleiche Satz gibt weiter: Im Faile dim 21: # 3, und p f s sind 0, Kl, 2l1 
und (21:!)' die einzigen 'l)o(2IJ)-Moduln. Da 21: und 21:1 isomorph sind, so 
folgt Satz 4 jetzt unmittelbar. 
4. Wir bringen eine Anwendung des letzten Satzes. Hierzu sei ~ zentral-
einfach und vom Grade s;;;..2. Mit 2(21:) bezeichnen wir die Lie-Algebra 
~0(21:) +L(2l'). Es ist dim 2(21:) = 3 im Faile dim m:= 3; da 2(21:) = [2(21:), 
2(21:)] ist, folgt: 2(21:) ist einfach. Im folgenden sei dim 21: # 3 und p kein 
Teiler von s. Fur jedes Ideal m von 2(21:) sei m* die Menge aller Elemente 
von 2(21:) der Form D+L(x), DE ~o(2r), fur die -D+L(x) in m liegt. 
m* ist ein Ideal von 2(21:), welches als Lie-Algebra zu m isomorph ist. 
Aus Satz 4 folgt unmittelbar: m = 0 und m = 2(21:) sind die einzigen !deale 
mit m=m*. Hiermit ist klar: Es· gilt m EB m*=2(m:) fur jedes Ideal von 
2(m:) mit O#m#2(21:). Jedes dieser !deale ist notwendigerweise einfach. 
Man kann auch Ieicht zeigen, da13 jedes Ideal m mit 0 # m # 2(21:) in 
natiirlicher Weise zu ~o(2I) isomorph ist und die gleiche Dimension wie 
21:' hat; also ist ~o(2I) stets einfach, wenn 2(21:) es nicht ist. 
Sat z 5. Die Killing-Form von 2(21:) ist im Falle s;;;.. 3 genau dann 
nicht ausgeartet, wenn p kein Teiler von s ist. Im Falle s=2 ist sie genau 
dann nicht ausgeartet, wenn p kein Teiler von dim 21:- 2 ist. 
Beweis. Im Faile pis gilt Kc C 21:'; also ist L(Kc) ein abelsches Ideal 
von 2(21:), und die Killing-Form von 2(21:) ist ausgeartet. Im Faile p f s 
zeigen wir zunachst: Die Killing-Form f3 von 2(21:) ist entweder nicht aus-
geartet oder identisch Null. - f3 sei ausgeartet und m der Bilinearkern 
von {3. Nach Annahme ist m#O. Ware m#2(21:), dann wurde m EB m* = 
2(m:) folgen, denn m ist ein Ideal von 2(21:). Also ist die Killing-Form /3m 
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von m die Beschrankung von {J auf m. Daher ist {Jm=O. Dam und m* 
isomorph sind, verschwindet die Killing-Form von m* ebenfalls. Also ist 
{1=0, im Widerspruch zu m*.2(2r). 
Mit {11 bezeichnen wir die Killing-Form von ilo(2r). Zwischen {J und {11 
besteht die folgende Beziehung: 
(l} 
falls T=D+L(x}, T1=D1 +L(xl}, D, D1 E ilo(2r), x, x1 E 2{', gesetzt wird. 
Der Beweis von (l} verlauft genau wie der von Satz 5.3. in [2]. Da die 
Beschrankung von S auf 2{' nicht ausgeartet ist, so verschwindet {J nach 
(l} nicht identisch, wenn p f 8d gilt. Wegen p f 8 ist somit {J nach obigem 
nicht ausgeartet, wenn p kein Teiler von d ist. Fiir 8=2 ist d=dim ~-2, 
und fiir 8> 3 gilt d= l, 2, 4 oder 8. Somit verbleibt nur noch zu zeigen, 
daB {J ausgeartet ist, wenn 8 = 2 und p I d gilt. Fiir beliebige 8 > 2 gilt 
(2) 
falls p kein Teiler von (8-2)d+4 ist. Diese Identitat wurde in [2], 
Satz 3.6, p. 285, unter der Voraussetzung p=O oder p>8+2 formuliert, 
beim Beweise jedoch wurde effektiv nur p f 4 + (8- 2)d benutzt. Spezia-
lisiert man ( 2) f iir 8 = 2, dann ergibt ein Einsetzen von ( 2) in ( l) so fort 
{J = 0, falls p ein Teiler von d ist. 
Bemerkung. Fiir 8=2 hat man fJ1(D, D1)=(d-l)Sp DD1; also ist 
stets {11 = 0, wenn p ein Teiler von dim 2{- 3 ist. 
§ 3. Die Halbeinfachheit der Derivationsalgebra 
Die Killing-Form der Derivations-Algebra ~(2{) einer zentral~einfachen 
Jordan-Algebra ist im Falle 8:> 3 stets dann nicht ausgeartet, wenn p 
kein Teiler von 4 + (8- 2)d ist. In all diesen Fallen ist somit ~(2{) halb-
einfach. Die Bemerkung amEnde von§ 2 zeigt, daB die Killing-Form im 
Faile 8 = 2 ausgeartet sein kann, selbst wenn dim A * 3 ist. Im Faile, 
daB p ein Teiler von 4 + (8- 2}d ist, liegt meines Wissens keine explizite 
Beherrschung der Killing-Form vor. Jedoch laBt sich immerhin noch die 
folgende Aussage ohne jegliche Einschrankung an die Charakteristik 
machen: 
Sat z 6. Die Derivation8algebra einer zentral-einfachen Jordan-Algebra 
i8t im Falle dim 2{ * 3 halbeinfach. 
Beweis. Wir konnen dim 2r> l voraussetzen und annehmen, daB K 
algebraisch abgeschlossen ist. Wir beweisen zunachst das folgende 
Lemma. E8 8ei e ein Idempotent von 2{. Fur die Derivation8algebra 
der bzgl. f = 2e- c gebildeten Mutation 2rt von 2{ gilt dann 
~(2rt) = ile(2r) + L(2ry.(e)). 
Hierbei i8t ~6(2{) die Menge aller DE il(2r) mit De=O. 
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Bewcis. Die nachstehenden Ausfiihrungen benutzen wesentlich 
dim 2r<oo. Fiir ein allgemeineres Resultat siehe [3]. - Fiir alle DE '!l(2!) 
gel ten 
D+4[L(e), L(De)] E 'Ile(2r) 
und De E 2ry. = 2ry. (e). Hiermit folgt 
(1) '!l(2!) = 'Ile(2r) + [L(e), L(2Xy.}]. 
Aus xE2!y. und [L(e),L(x)]e=O folgt x=O. Hieraus folgen: (a) Die 
durch x-+ [L(e), L(x)]e gegebene Abbildung 2ry.-+ [L(e), L(2!y.)] ist bijek-
tiv, und (b) die Summe auf der rcchten Seite von ( 1) ist direkt. Also gilt 
(2) dim '!l(2!) =dim 'Ile(2r) +dim 2ry.. 
Man bestatigt ohne Miihe 'Ile(2r)+L(2ry.) C '!l(2rt)· (Vgl. den Beweis von 
Satz 4). Hieraus und aus (2) folgt jetzt die Behauptung des Lemmas, 
denn m und 2rt sind isomorph. 
Wir beweisen jetzt den Satz. Sei e ein absolut primitives Idempotent 
von 2!. Da 2! und 2!1 isomorph sind, geniigt es aufgrund des Lemmas zu 
zeigen, daB 
hal beinfach ist. Wir werden z'3igen: Es gibt kein a belsches Ideal m * 0 
von~ mit m = m*, d.h. m = '!l1 + L( U) mit '!l1 C 'Ile(2r) und U C 2ry.. So bald 
dies gezeigt i3t, folgt del' Satz: Ist namlich a ein abelsches Ideal von ~' 
dann ist an a* ebenfalls abelsch, und es folgt a 1\ a*= 0 wegen an a*= 
(an a*)*. Also ist a+a* ein abelsches Ideal, was a=O impliziert. 
Es sei m ein a belsches Ideal von ~ der Form m = '!l1 + L( U), wo bei U 
ein Unterraum von 2!% ist und '!l1 C '!l = 'Ile(2r) gilt. Aus [m, m] = 0 und 
[ m, U:] C m folgen die nachstehenden Inklusionen: 
(4) '!l·UCU, (5) '!l1·2:fy.CU 
und 
(6} [ L(2Xy.), L( U)] C '!l1. 
(3) und (6) liefern 
(7) u2a=u(ua) fiir alle u E U und a E 2ry.. 
Wir betten e in ein vollstandiges Orthogonalsystem absolut primitiver 
Idempotente e~, ... , e8 s > 2, mit e1 = e ein. 
Behauptung. Es ist U=O im Faile dim 2!*3. 
Jedes Element u von u hat die Form U=Ul2+ 000 +uls mit Ulj E mlj· 
Man setze dies und a=xlk, k;>2 beliebig, in (7) ein. Ein Vergleich des 
2!lk-Anteils beider Seiten liefert die Identitat 
(8) 4S(ulk, xlk)ulk= [ L S(uii)+4S(uik)]xlk. 
i*k 
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Sei zunachst d> 2. Ware ulk# 0 fiir ein k> 2, dann gibt (8), daB 
S(ulk, xlk)=O fiir alle von u1k linear unabhangigen Xlk gilt. Da die Menge 
dieser xlk Zariski-offen in \}.(1k und wegen d > 2 nicht leer ist, folgt 
S(ulkxlk)=O fiir alle xlk, was ulk=O impliziert. 
Im Faile s> 3 und d= I liefert (8) unmittelbar 
(9) 2S(ui;)=0 fiir alle k>2. 
i*k 
Ist 8=3, dann folgt S(ui2)=S(ui3)=0, also u1z=U1s=O wegen d=l. 
Im folgenden sei s>4, d=l. Aus (9) folgt, daB alle S(ui;) fiir alle f>2 
iibereinstimmen. Damit ist wegen d = I klar: 
(*) Aus u#O folgt Ulj#O fiir alle f>2. 
Urn U =0 erschlieBen zu konnen, benutzen wir (4). Sei xzs ein beliebiges 
Element von \}.{zs- Wegen [L(ez), L(xzs)] E ~ liegt 
das Element 
fiir alle u E U ebenfalls in U. Da der \}.(g-Anteil von v verschwindet, folgt 
v=O nach (*).Also ist ulaxzs=U12Xzs=O, und deshalb u1z=u1a=O. Wegen 
(*) folgt schlieBlich u=O. Dies beweist die Behauptung. 
Aufgrund v~n ( 5) gilt somit 'lh -l}.{y. = 0. Wir lei ten hieraus 'lh = 0 her. 
Wegen 'il1 C '1) gelten ~1-1}.(1(e) = 0 und ~1-\}.{o(e) C \}.(o(e). Sei N der Raum 
aller y E \}.{o(e) mit yz= 0 fiir alle z E l}.(y.· Seien x E \}.{o(e), z E l}.(y. und D E 'il1. 
Wegen zx E I}.(Y. und Dz = 0 folgt 0 = zDx. Also gilt '1)1 -\}.{o( e) C N. Der durch 
Linearisieren der Jordan-Identitat u2(uv) =u(u2v) entstehenden Forme! 
(oder auch der Vertauschungsregel von § I) entnimmt man, daB 
a(bz) + b(az) = (ab )z 
fiir alle a, b E \}.{o(e) und z E l}.(y. gilt. Also ist N ein Ideal von \}.(o(e). Da 
1}.(0(e) ebenfalls einfach ist ([I], [2]), folgt N=O oder N=\}.(o(e). D3r letzte 
Fall kann wegen I}.(Y. # 0 nicht eintreten. Also ist N = 0 und '1)1 = 0. Damit 
ist der Satz bewiesen. 
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